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Abstract: Global Positioning System (GPS) adalah sistem navigasi berbasis satelit yang memungkinkan pengguna untuk
menentukan posisi dan waktunya di manapun di dekat permukaan bumi. GPS menemukan jarak dengan mengetahui
berapa lama waktu yang dibutuhkan sinyal radio untuk berpindah dari satu titik ke titik lainnya. Aljabar linear,
khususnya matriks augmented dan metode eliminasi Gauss-Jordan dapat diaplikasikan untuk menyelesaikan masalah
GPS pada studi kasus pejalan kaki yang tersesat di gurun pasir. Akan ditentukan posisi seorang pejalan kaki yang tersesat
di sebuah gurun pasir berdasarkan data posisi dan waktu satelit-satelit. Hasil perhitungan menunjukkan bahwa posisi
pejalan kaki yang tersesat ada di daerah gurun pasir Bilma, distrik Agadez, negara Niger, dengan posisi pada garis
longitude adalah 11.41199 dan pada garis latitude adalah 18.549.
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Abstract: The Global Positioning System (GPS) is a satellite-based navigation system
that enables users to determine their position and time anywhere near the Earth’s surface.
GPS calculates distance by knowing how long it takes for a radio signal to move from one
point to another. Linear algebra, especially augmented matrices and the Gauss-Jordan
elimination method, can be applied to solve GPS problems in the case study of a pedestrian
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Pendahuluan

Global Positioning System (GPS) adalah sistem navigasi berbasis satelit yang
memungkinkan pengguna untuk menentukan posisi dan waktunya di manapun di dekat
permukaan bumi (Leva, 1996). GPS digunakan dalam berbagai situasi untuk menentukan
lokasi geografis. Militer, surveyor, maskapai penerbangan, perusahaan pelayaran, dan
pejalan kaki semuanya memanfaatkannya. Teknologi GPS menjadi sangat umum sehingga
beberapa mobil, telepon seluler, dan berbagai perangkat genggam kini dilengkapi
dengannya (Amiri-Ardakani, 2021; Bastida-Castillo, 2019; Chen, 2020; Cunningham, 2018;
Dujon, 2018; Huggins, 2020; Izzo, 2020; Liu, 2018; Lu, 2018; Richards, 2022; Sarkisian, 2020;
Su, 2020).

Ide dasar GPS adalah varian dari triangulasi tiga dimensi. Sebuah titik di permukaan
bumi ditentukan secara unik dengan mengetahui jaraknya dari tiga titik lainnya. Di sini
titik yang ingin ditentukan adalah lokasi penerima GPS, titik lainnya adalah satelit, dan
jarak dihitung dengan menggunakan waktu tempuh sinyal radio dari satelit ke penerima.

Asumsikan bahwa Bumi adalah sebuah bola di mana kita menerapkan sistem
koordinat (x,y,z) dengan Bumi berpusat pada titik asal dan dengan sumbu z positif yang
berjalan melalui kutub utara dan tetap relatif terhadap Bumi. Sebagai contoh sederhana,
diambil satu unit sama dengan jari-jari Bumi. Dengan demikian permukaan bumi menjadi
satuan bola dengan persamaan x? + y* + z* = 1.

GPS menemukan jarak dengan mengetahui berapa lama waktu yang dibutuhkan
sinyal radio untuk berpindah dari satu titik ke titik lainnya (Barr, 2019; Beato, 2018; Bixby,
2019; Halabi, 2018; Nikolaidis, 2018; Ravé, 2020; Sapucci, 2019; Zenk, 2018). Untuk itu kita
perlu mengetahui kecepatan cahaya yang kira-kira sama dengan 0,47 (jari-jari bumi per
seperseratus detik).

Terdapat beberapa penelitian terdahulu yang memanfaatkan GPS, di antaranya
penelitian yang dilakukan oleh Hidayat & Furqan (2017) yang memanfaatkan GPS untuk
mengkonsep penanganan tindak kriminal di POLRES Probolinggo, penelitian yang
dilakukan oleh Putra et al., (2018) yang memanfaatkan GPS untuk memonitor jaringan
irigasi desa, penelitian yang dilakukan oleh Eksan et al., (2022) yang memanfaatkan GPS
untuk memonitor perawatan kendaraan roda empat, penelitian yang dilakukan oleh
Rahayu et al., (2016) yang memantaafkan GPS untuk membuat aplikasi pemandu wisata
kuliner Bandung, penelitian yang dilakukan oleh Susilo et al., (2017) yang memanfaatkan
GPS untuk melacak posisi kendaraan, dan penelitian yang dilakukan oleh Arthana et al.,
(2016) yang memanfaatkan GPS untuk menggali potensi wisata.

Contoh kasus lainnya, ada seorang pelaut yang tersesat di sebuah pulau pada titik

(x,y,z) pada waktu t. Pelaut tersebut tidak tahu di mana keberadannya, dan terlebih lagi,
pelaut tidak memiliki jam tangan, jadi tidak tahu jam berapa sekarang. Namun, pelaut
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tersebut memiliki perangkat GPS, dan menerima sinyal simultan dari empat satelit,
memberikan posisi dan waktu satelit-satelit tersebut.

Pada proyek ini, penulis akan menentukan posisi seorang pejalan kaki yang tersesat
di sebuah gurun pasir. Sama seperti kasus yang diungkapkan sebelumnya, pejalan kaki
tidak tahu keberadannya, dan terlebih lagi, tidak mempunyai jam tangan ataupun device
apapun yang menunjukkan waktu. Akan tetapi pejalan kaki tersebut mempunyai
perangkat GPS dan menerima sinyal simultan dari empat satelit, memberikan posisi dan
waktu satelit-satelit tersebut. Data posisi dan waktu tersebut akan diselesaikan dengan
aljabar linear untuk menentukan posisi pejalan kaki berada.

Metode

Eliminasi Gauss Jordan merupakan modifikasi dari metode eliminasi Gauss (Mon &
Kyi, 2014). Matriks koefisien akan diubah menjadi matriks lain yang jauh lebih mudah
untuk dipecahkan dan sistem persamaan linear yang diwakili oleh matriks augmented baru
memiliki himpunan solusi yang sama dengan sistem persamaan linear aslinya. Dalam
eliminasi Gauss Jordan, tujuannya adalah mengubah matriks koefisien menjadi matriks
identitas. Prosedur umum untuk eliminasi Gauss Jordan dapat diringkas dalam langkah-
langkah berikut (Mon & Kyi, 2014):
1. Membuat matriks augmented dari sistem persamaan linear
2. Menggunakan operasi baris elementer (OBE) pada matriks augmented [A|b]
untuk mengubah matriks A menjadi bentuk matriks diagonal. Jika nol terletak di
diagonal, pindah baris tersebut hingga nol tidak berada di diagonal matriks. Jika
tidak memungkinkan untuk dilakukan, maka sistem memiliki solusi tak terbatas
atau tidak memiliki solusi.
3. Dengan membagi elemen diagonal dan elemen sisi kanan pada setap baris dengan
elemen diagonal pada baris, jadikan setiap elemen diagonal sama dengan satu.
Misalnya, diberikan sebuah sistem persamaan linear yang terdiri atas 4 persamaan
linear dengan 4 variabel.

a1 Q12 Q13 A% 2
a1 Qzz QA3 a24] [xz _ b,
31 Q32 A3z A34(|X3 bs
Qg1 QAgp Qg3 AgellXy b,

Langkah 1: Bentuk matriks augmentednya adalah sebagai berikut:

Q11 Q12 Az Qg | by]

Az1 Q2 Ay3 Gy4| by

az1 Q32 A3z A3zq | b3

Qg1 Q42 QAuz  Quq | byl

Langkah 2: Lakukan operasi baris elementer (OBE), yaitu dengan cara sebagai berikut:
e Menukar dua baris

e Mengalikan suatu baris dengan sebarang skalar k yang tak nol
e Menjumlahkan kelipatan k suatu baris dengan baris yang lainnya
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Lakukan langkah kedua ini sampai memperoleh matriks berikut:

a;; O
0 ay

0 0
0 0

0
0

0

0
0
0

Ayq

by
b,
bs
b,
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Langkah 3: Membagi elemen diagonal dan elemen sisi kanan pada setap baris dengan
elemen diagonal pada baris, sehingga akan diperoleh matriks berikut:

1 0 0 0bi/as
0 1 0 0|by/ay
0 0 1 0fbs/ass
0 0 0 1| by/as

Dari matriks ini akan dapat diketahui solusi dari sistem persamaan linear tersebut.

Hasil dan Pembahasan

Ada seorang pejalan kaki yang tersesat di gurun pasir di titik (x, y, z) pada waktu t.
Pejalan kaki tersebut tidak tahu dimana posisi keberadaannya dan tidak memiliki jam
tangan. Akan tetapi, pejalan kaki tersebut memiliki perangkat GPS dan perangkat tersebut
menerima sinyal secara bersamaan dari tiga satelit dengan posisi dan waktu seperti
ditunjukkan pada Tabel 1 berikut. Data pada tabel 1 dikutip dari (Weiss, 1999). (Jarak diukur
dalam satuan jari-jari bumi dan waktu dalam seperseratus detik).

Tabel 1. Data Posisi dan Waktu berdasarkan Satelit

Satelit Posisi Waktu
1 2.0391, 2.9786, 2.0769 7.6964
2 3.2063, 2.5651, -0.6955 7.1935
3 3.29, 2.4942, 0.5466 7.1037
4 2.1635, -1.365, 3.2862 8.0569

Data pada Tabel 1 di atas akan diselesaikan dengan metode eliminasi gauss-jordan
untuk mempresiksi posisi pejalan kaki tersebut. Untuk menyederhanakan perhitungan
akan diasumsikan terdapat koordinat kartesius x, y, z dengan titik (0,0,0) adalah inti bumi
dan panjang satuan x,y, z setara dengan radius bumi. Dengan demikian, permukaan bumi
menjadi bola dengan persamaan x? + y# + z? = 1. Waktu diukur dalam seperseratus detik.
GPS menemukan jarak dengan mengetahui berapa lama mengambil sinyal radio untuk
berpindah dari satu titik ke titik lainnya. Untuk itu, kecepatan cahaya kira-kira sama dengan
0,47 jari-jari bumi/10~2 detik.

Misalkan (x, y, z) adalah posisi orang tersebut, dan t adalah waktu ketika sinyal tiba.
Tujuannya adalah untuk memecahkan x, y, z dan t. Jarak orang tersebut dari Satelit 1 dapat
dihitung sebagai berikut.

Sinyal tersebut, bergerak dengan kecepatan 0.47 jari-jari Bumi/1072 detik, dikirim
tepat waktu 7.6964 dan tiba pada waktu t, jadi dibutuhkan t — 7.6964 seperseratus detik
untuk mencapai orang tersebut. Jarak sama dengan kecepatan dikalikan dengan waktu, jadi

Satelit 1

dy = 0.47(t — 7.6964)
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d juga dapat dinyakan dalam bentuk (x,y, z) dan posisi satelit (2.0391,2.9786,2.0769)
menggunakan rumus jarak

d, = \/(x —2.0391)% + (y — 2.9786)? + (z — 2.0769)?

Kombinasikan kedua hasil di atas,

0.47(t — 7.6964) = \/(x —2.0391)% 4+ (y — 2.9786)? + (z — 2.0769)2
0.47%(t — 7.6964)% = (x — 2.0391)% + (y — 2.9786)% + (z — 2.0769)?
0.2209(t? — 15.3928t + 59.2346)
= x? — 4.0782x + 4.1579 + y? — 59572y + 8.8721 + z? — 4.1538z + 4.3135
0.2209t% — 3.4003t + 13.0849
= x? — 4.0782x + 4.1579 + y? — 59572y + 8.8721 + z? — 4.1538z + 4.3135
4.0782x + 5.9572y + 4.1538z — 3.4003t = x? + y% + z? — 0.2209t* + 4.2586

Satelit 2
d, = 0.47(t — 7.1935)

d juga dapat dinyakan dalam bentuk (x, y, z) dan posisi satelit (3.2063, 2.5651, —0.6955)
menggunakan rumus jarak

d, = +/(x — 3.2063)2 + (y — 2.5651)2 + (z + 0.6955)2

Kombinasikan persamaan d,

0.47(t — 7.1935) = /(x — 3.2063)2 + (y — 2.5651)2 + (z + 0.6955)2
0.47%(t — 7.1935)? = (x — 3.2063)? + (y — 2.5651)% + (z + 0.6955)?
0.2209(t? — 14.387t + 51.7464)
= x? — 6.4126x + 10.2804 + y? — 5.1302y + 6.58 + z? + 1.391z + 0.4837
0.2209t2 — 3.1781t + 11.4308
= x? — 6.4126x + 10.2804 + y? — 5.1302y + 6.58 + z? + 1.391z + 0.4837
6.4126x + 5.1302y — 1.391z — 3.1781t = x2 + y? + z2 — 0.2209t% + 5.9133

Satelit 3
ds = 0.47(t — 7.1037)

d juga dapat dinyakan dalam bentuk (x,y,z) dan posisi satelit (3.29,2.4942,0.5466)
menggunakan rumus jarak

dy = /(x —3.29)2 + (y — 2.4942)2 + (z — 0.5466)2

Kombinasikan persamaan d3

0.47(t — 7.1037) = /(x — 3.29)% + (y — 2.4942)% + (z — 0.5466)2

0.472(t — 7.1037)% = (x — 3.29)% + (y — 2.4942)? + (z — 0.5466)2
0.2209(t% — 16.1138¢ + 64.9136)

= x2 — 6.58x + 10.8241 + y? — 4.9884y + 6.221 + z2 — 1.0932z + 0.2988
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0.2209t2 — 3.1384t + 11.1472
= x% — 6.58x + 10.8241 + y? — 4.9884y + 6.221 + z? — 1.0932z + 0.2988
6.58x + 4.9884y + 1.0932z — 3.1384t = x? + y% + z2 — 0.2209t% + 6.1967

Satelit 4
d, = 0.47(t — 8.0569)

d juga dapat dinyakan dalam bentuk (x,y, z) dan posisi satelit (2.1635, —1.365, 3.2862)
menggunakan rumus jarak

dy =+/(x —2.1635)2 + (y + 1.365)2 + (z — 3.2862)2
Kombinasikan persamaan d,

0.47(t — 8.0569) = /(x — 2.1635)2 + (v + 1.365)2 + (z — 3.2862)2

0.472(t — 8.0569)% = (x — 2.1635)2 + (y + 1.365)% + (z — 3.2862)>

0.2209(t? — 15.1436t + 57.3322)
= x% — 4.327x + 4.6807 + y? + 2.73y + 1.8632 + z% — 6.524z + 10.6406
0.2209t? — 3.5595¢ + 14.3394
= x% — 4.327x + 4.6807 + y? + 2.73y + 1.8632 + z% — 6.524z + 10.6406
4.327x — 2.73y + 6.524z — 3.5595t = x? + y? + z2 — 0.2209¢t% + 2.8451

Sehingga diperoleh sistem dari 3 persamaan dalam x, y, z dan t.

4.0782x + 5.9572y + 4.1538z — 3.4003t = x? + y? + z2 — 0.2209t2 + 4.2586
6.4126x + 5.1302y — 1.391z — 3.1781t = x? + y? + z2 — 0.2209t? + 5.9133
6.58x + 4.9884y + 1.0932z — 3.1384t = x% + y? + z2 — 0.2209t2 + 6.1967
4.327x — 2.73y + 6.524z — 3.5595t = x? + y? + z? — 0.2209¢t? + 2.8451

Persamaan di atas bukan persamaan linear, tetapi bentuk nonlinearnya sama pada setiap
persamaan. Jika kita kurangkan persamaan 2, 3, dan 4 dengan persamaan kesatu, akan

diperoleh sistem persamaan linear berikut.

2.3344x — 0.827y — 5.5448z — 0.2222t = 1.6547
2.5018x — 0.9688y — 3.0606z — 0.2619t = 1.9381
0.2488x — 8.6872y + 2.3702z — 0.1592t = —1.4135

Kemudian selesaikan SPL tersebut. Ubah menjadi bentuk Tugmented matriks

2.3344 —0.827 —5.5448 —0.2222 | 1.6547
2.5018 —-0.9688 -—3.0606 —0.2619 ° 1.9381
0.2488 —-8.6872 2.3702 —0.1592 -—-1.4135

Lakukan OBE sehingga diperoleh matriks eselon baris

1 0 0 -0.1093 | 0.9319
0 1 0 0.013 |0.2066
0 0 1 -0.0079 ! 0.0631

Diperoleh
x = 09319 + 0.1093¢t

y = 0.2066 — 0.013t
z=0.0631 + 0.0079¢t
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Substitusikan nilai terebut ke dalam persamaan (1)

4.0782(0.9319 + 0.1093t) + 5.9572(0.2066 — 0.013t) + 4.1538(0.0631 + 0.0079¢)
— 3.4003t
= (0.9319 + 0.1093¢)? + (0.2066 — 0.013¢t)? + (0.0631 + 0.0079¢t)?
— 0.2209t2 + 4.2586

Sederhanakan bentuk

—2.9992t + 5.2933 = —0.2087t% + 0.1993t + 5.1737
0.2087t% — 3.1985t + 0.1196 = 0

Terdapat dua solusi,
t = 15.2883 dan t = 0.0375
Jika t = 13.5816, maka

x = 0.9319 + 0.1093(15.2883) = 2.6029
y = 0.2066 — 0.013(15.2883) = 0.0079
z = 0.0631 + 0.0079(15.2883) = 0.1839

Diperoleh
(x,y,2z) = (2.6029,0.0079, 0.1839)

Solusi pertama tidak memenuhi x? + y* + z* = 1.

Jika t = 0.1343, maka
x = 0.9319 + 0.1093(0.0375) = 0.936
y = 0.2066 — 0.013(0.0375) = 0.2061
z = 0.0631 + 0.0079(0.0375) = 0.0634

Diperoleh
(x,y,2) = (0.936,0.2061, 0.0634)

Solusi kedua menghasilkan x* + y? + z% = 0.92259689 ~ 1.

Sehingga, solusinya adalah solusi kedua, yaitu
(x,y,z) = (0.936,0.2061,0.0634)

Berikut adalah ilustrasi titik-titik posisi satelit dan posisi pejalan kaki tersebut pada Bumi.
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Gambar 1. [lustrasi Posisi Satelit dan Posisi Pejalan Kaki

Dari Gambar 1 di atas, dapat diketahui posisi dari Satelit 1, Satelit 2, Satelit 3, Satelit 4,
dan pejalan kaki. Dengan keterangan, titik A adalah posisi dari Satelit 1, titik B adalah posisi
dari Satelit 2, titik C adalah posisi dari Satelit 3, titik D adalah posisi dari satelit 4, dan titik
E adalah posisi dari pejalan kaki.

Setelah dilakukan perhitungan secara manual, akan dilakukan perhitungan dengan
menggunakan software Python untuk menentukan posisi pejalan kali yang tersesat di gurun
pasir. Untuk melakukan perhitungan di Python, diperlukan package cmath untuk matplotlib
dan reverse_geocoder untuk menggambar peta lokasi/posisi dimana pejalan kaki berada.
Selain itu, diperlukan gambar peta dunia. Script coding ada di bagian lampiran. Berikut
adalah output peta lokasi yang dihasilkan dari perhitungan dengan software Python.

Koordinat (x,y,z) adalah [©.936, ©.2061, ©.0634]
Posisi pada garis longitude adalah: 11.411999999999999
Posisi pada garis latitude adalah: 18.549

nama distrik : Agadez

daerah titiknya : Bilma

Gambar 2. Output Perhitungan di Software Python
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latitude

-150.0 -100.0 -50.0 0.0 500 100.0 150.0
longitude

Gambar 3. Peta Lokasi Pejalan Kaki

Dari Gambar 2 dan Gambar 3 di atas, dapat diketahui bahwa pejalan kaki berada di
daerah gurun pasir Bilma, distrik Agadez, negara Niger, dengan posisi pada garis longitude
adalah 11.41199 dan pada garis latitude adalah 18.549.

Simpulan

Berdasarkan perhitungan yang telah dilakukan, dapat ditarik kesimpulan bahwa
aljabar linear, khususnya matriks augmented dan metode eliminasi Gauss-Jordan dapat
diaplikasikan untuk menyelesaikan masalah Global Positioning System (GPS) pada studi
kasus pejalan kaki yang tersesat di gurun pasir. Keempat persamaan yang terbentuk dari
data posisi berdasarkan satelit ditransformasikan ke dalam bentuk matriks augmented,
kemudian dilakukan operasi eliminasi Gauss-Jordan pada matriks augmented tersebut
sehingga menghasilkan dua solusi. Salah satu solusi merupakan solusi yang tepat terkait
posisi pejalan kaki yang tersesat. Hasil perhitungan menunjukkan bahwa posisi pejalan
kaki yang tersesat ada di daerah gurun pasir Bilma, distrik Agadez, negara Niger, dengan
posisi pada garis longitude adalah 11.41199 dan pada garis latitude adalah 18.549.
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